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0- Intégrales simples (rappel)

Définition : Intégrale définie
Michel e Soit f définie continue sur | = [a, b] telle que f(x) > 0

Fournié

O- Intégrales

simples
Rappels
Approximation

1-Intégrale
double

2-Intégrales
triples

e On peut alors délimiter une surface par :
le graphe de f, 'axe Ox, les droites x = a, x = b,
puis lui associer un nombre réel noté S appelé

| aire de la surface |

('unité de mesure étant un cube de coté 1).
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Valeurs approchées - Intégrale définie

e Une valeur approchée I, de S peut étre

N obtenue en partageant / en n parties égales |

Fournié X():a,"',Xk:a‘f'k%f";xn:b; ) \/
O- Intégrales AX,‘ = Xjt1 — Xj ]
simples T B
Rappels H RO LR
Approsimation e et en calculant la somme des aires 4 ~
s des rectangles de base 2-2 et de hauteurs \
2-Intégrales f(X1 )7 ) f(Xn) . "
triples b—a !

Définition (Propriété admise):

n
Si f est continue sur [a, b] alors nﬂToo Z; f(x;))Ax; = I(f).
=
I(f) sera appelée intégrale définie de la fonction f continue
entre les bornes a et b
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1.1- Intégrale Double

Définition: Intégrale Double
e D un domaine inscrit dans le rectangle [a, b] x [c, d]

(borné, connexe de RZ),
kbl o f une fonction définie continue sur D (protongée par zéro & textérieur de D)

simples

e e on subdivise [a, b] en n parties

doubl

s {Xo:a,X1,...,X,',...,Xn:b},AX,':X,'—X,',1

1.1- Définition
e ¢ on subdivise [c, d] en m parties

1)- Premiére

Decompesiion {}’o =C Y1,V Ym = d} s AYj =Y — Yj1
emeees EENORS [Xi—1, xi] x [yj—1,y;] un rectangle élémentaire
Wesselll  ainsi on a subdivisé D en n x m parties (r;);;

lintégrale Double

prewee o I'intégrale de f sur D est définie par

variables dans
lintégrale double

2-Intégrales n m
223 I(f) = //D f(x,y)dxdy = lim > f(x,y) AxAy;
ney =1 =
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1.1- Définition
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1)- Premiére
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1.3- Calcul de
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2) Deuxieme
Décomposition
1.4- Propriétés de
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1.5- Changement de
variables dans
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2-Intégrales
triples

1.2- Interprétation graphique

e S; surface représentative de f dans un repére orthonormé
e pj = [Xi—1, X] % [¥j—1,¥] % [0, f(x;, y;)] un parallélépipede
élémentaire et v; = f(x;, y;) Ax;Ay; le volume de p;
I(f) = // f(x,y)dxdy = lim " )" vj; = volume de V

D n— oo -

m—oo [
r,-jCD ! J

e V est le volume intérieur au cylindre droit de section D
limité par la surface Sy d’équation z=f(x,y) et le plan z =0

Cas particulier: Si f(x,y) =1 alors [[, dxdy = aire de D.
ds = dxdy est I'élément d’aire en coordonnées cartésiennes
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1) Calcul de I'Intégrale Double

1)- Premiere Décomposition
e D un domaine borné de R? de frontiére I'p intersectée au
plus en deux points par toute droite d’équation x=cte,

(FD est continuement différentiable sauf en un nombre fini de points)

e (rj)ij une subdivision de D en rectangles élémentaires
o si f est une fonction de deux variables définie et continue

sur D, l'intégrale double de f sur D est définie par:

If) = / /D f(x, y) dxdy
_ IiénDZi:Zj:f(x;,yj)Axiij

z

b y2(x)
= / / f(x,y) dy p dx
a y1(x)

e [a, b] est la projection orthogonale de D sur (Ox)

e [y1(x), y2(x)] est l'intersection de D avec la droite x = cte
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Premiere Décomposition (démo)

Michel
Fournié

- Partant de /(f) = lim XI: (lim ; F(x, ;) AY)) AX;
simples

on remarque que

1-Intégrale

double Yo (Xi)

lim Zf(x,-,yj)ij:/( | f(xi,y) dy = A(x;) d’ou
j Y1 (Xi

b
I(f) =1im )~ A(x)Ax; = / A(x)dx

I(f) = //D’ f(x,y) dxdy = /ab {/;(2:) f(x,y) dy } ax

1)- Premiére
Décomposition

2-Intégrales
triples
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Calculer | = // X dxdy avec
O- Intégrales D
smeles D:[(x,y)6R2/0§x§1,O§y§2x}

1-Intégrale
double
1.1- Définition

1.2-Interprétation
graphique

1%%5?555:" [a’ b] = [07 1] ) [y1 (X)ayZ(X)] = [o) 2X]

Iintégrale Double 1 2x 1
R | = / / xdy»dx = / x| y]gx ax
0 0 0

1.4- Propriétés de

lintégrale Double
1.5- Changement de

variables dar’ws ’ 1 2X3 1 2
lintégrale double I _ 2X2 dX _ _
2-Intégrales 0 3 0 3

triples
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2) Deuxieme Décomposition

e D un domaine borné de R? de frontiére 'p intersectée au
plus en deux points par toute droite d’équation y=cte,

(rp est continuement différentiable sauf en un nombre fini de points)

e (rj)ij une subdivision de D en rectangles élémentaires

e si f est une fonction de deux variables définie et continue
sur D, l'intégrale double de f sur D est définie par:

I(f) = //D f(x,y) dxdy i
= 1Iim ) > " f(x, ) AxiAy;
i

rycD

d x2(y)
= / / f(x,y) dx ¢ dy
c x1(y)

e [c, d] est la projection orthogdnale de D sur (Oy)
e [x1(¥), x2(y)] est l'intersection de D avec la droite y = cte
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Deuxieme Décomposition (démo)

Michel

B Partantde /(f) = m ) {Iim > f(xi. ) AXI}AY/

Q- Intégrales / !
Sliiles on remarque que
1-Intégrale X2(¥j)

double lim Z f(xi,y)) Ax; = / f(x,y;) dx = B(y;) d’ou
. )

x1 (Y

' d
1) = im 3By Ay = [ By
j C

. e d X2(y)
e don I(f) = // f(x,y) dxdy = / / f(x,y)dx » dy
2-Intégrales D c x1(¥)

triples
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fe.d] = [0.2] . a0 = |5

1 2
X
ﬁxdx dy:/0 [2

2
l—_/
0

N =

)

2

2

(1-

y2

4)dy=

Calculer | = / / X dxdy avec
D
D:[(x,y)eR2/0§x§1, 0§y§2x}

1
2

[y

2

y

1

v
12

y
2

|

d

° 2

o 3
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1.4- Propriétés de I'lntégrale Double

L] Elles découlent de celles de I'intégrale simple.
e Pour f et g intégrables sur D.

O- Intégrales
simples

1-Intégrale
double a) Propriétés liées a la fonction

I(f+g) = I(f) + I(g) et I(Af) =XI(f) YAe R
sif>0= I(f)>0

b) Propriétés liées au domaine
si (D1 UD,) =D et silairede (Dy N D,) estnulle =

2-Intégrales
triples // f X y) dxdy // fX y dXdy+/ fX y dxdy

12/27



1.5- Changement de variables dans I'intégrale

double

e a) Rappel sur 'intégrale simple
Fournis Soit ¢ une application de [ti, f] sur [a, b], derivable et
inversible, on pose x = (1)

O- Intégrales
simples

1-Intégrale
double

b t
| oo = /, (] (Dt o () = a et (t) = b

Lexpression suivante est équivalente a celle ci-dessus.

b
f(x)dx = f(x)dx = flo(t "(1)|dt
/a (x)dx /[a’b] (x)dix / IR CONEC]

2-Intégrales
triples

Remarque: Suivant le signe de ¢/(t), o~ '([a, b]) = [t, t]
ou [t, t4], ce qui conduit a ¢/(t) x (f2 — t;) > 0 pour (a < b).
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O- Intégrales
simples

1-Intégrale
double

3- Calcul de
ntégrale Double

2-Intég

triples

b) Changement de variables dans une intégrale

double

On admettra sans démonstration le théoréme suivant:

//D f(x,y)dxdyz//A_w(D) flo(u, v)]|J(u, v)|dudv

ou les fonctions x et y admettent des dérivées partielles
continues sur A

o(u,v) = [x(u,v),y(u,v)] une application inversible de
A C R? (portant sur u et v) sur D ¢ R? (portant sur x et
y), telle que D = p(A) = A = o '(D) et

J(u,v) = /

Xi Yu
Xy Vv

le Jacobien de ¢ qui ne doit pas s’annuler sur A pour que

I'application ¢ soit inversible.

= XIIJ(U7 V)y‘//(U, V) - X‘//(U, V)yllj(ua V) est
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c) Cas particulier important: les coordonnées

polaires

On considére les variables
\X(p, 0) = pcost , y(p,0) = psine\

F

O- Intégrales
simples

;-Intégrale le Jacobien est alors
ouble ’ /
1.1- Définition Xe ye

Xo Yo

_ cos ¢ sind
| —p sinf p coséd

1.2-Interprétation J 9 — —
graphique p7 - - p
1)- Premiere
Décomposition
1.3- Calcul de
Fintégrale Double

On vérifie les hypothéses précédentes en imposant a (p, 0)

Décomposition

les deux contraintes suivantes

lintégrale Double

[ p>0etfefn,a+2n]

lintégrale double

2-Intégrales

triples L, , , i
ds = pdpd6 est I'élément d’aire en coordonnées polaires
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O- Intégrales
simples

1-Intégrale
double
éfin

4 rprétation
graphique
1)- Premiére
Décomposition
1.3- Calcul de
I'Intégrale Double

1.4- Propriétés de
lintégrale Double
1.5- Changement de
variables dans
lintégrale double

2-Intégrales
triples

d) Application : calcul de I'aire du disque

Soit D le disque de rayon a centré a l'origine d’un repére
orthonormé, d’'inéquation x? + y? < &
le domaine A est défini par:

0 c0,2n], p>0 et p?> <&

= | A={(p0)e R /0<p<aetbel02r]

On remarque que le disque D est transformé en un
rectangle dans le plan (p, 6).

Airede D = // dxdy = // p dpdf =
/ {/ pdp} de_/ [] 49 — [aire de D — na?
0 0 0 2 0
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Définition de l'intégrale triple

e D un domaine borné et connexe de R®, inscrit dans le
L] parallélépipede [a, b] x [c, d] x [e, h]
e f une fonction définie continue sur le domaine D,
Ul prolongée par zéro a I'extérieur de D

simples

1-Intégrale e {xo=a,...,X,...,Xs=b} subdivision de [a, b], Axi=X; — Xj_1
dodble e {yo=C,....¥,...,ym=d} subdivision de [c, d], Ay=y; — ¥j_1
T e {z0=6,...,2,...,2y=h} subdivision de [e, h], Azx=z — Zk_1

® Pjc = [Xi—1, Xi] X [Yj-1, Yj] X [Zk—1 — 2]
® (pjik)ij,x subdivision de D en parallélépipedes élémentaires
e I'intégrale de f sur D est définie par :

l(f):// f(x,y, z)dxdydz=lim_ ZZZf Xi, ¥j» Zk) AXi Ay Az
D

pixCD

Cas particulier: Si f(x,y,z) =1 alors // dxdydz =
D

Volume de D dv = dxdydz est I'élément de volume en
coord cartéciennec 17/27



Propriétés de I'intégrale triple

Michel
Fournié

Elles découlent de celles de I'intégrale simple et de

o I'intégrale double pour f et g intégrables sur D.
— 1) Propriétés liées a la fonction

double I(f+9) = I(f)+ I(g) et IAf) = XI(f) VA€ R
LR Sif>0alors I/(f) >0

SR 2) Propriétés liées au domaine
Si D; U D> = D et si le volume de Dy N D5 est nul alors

f(x,y,z) dxdydz =
// f(x,y,z) dxdydz + // f(x,y,z) dxdydz
D; D;
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O- Intégrales
simples

1-Intégrale
double

2-Intégrales
triples

- Caloul de
tégrale triple

ent de

s
lintégrale triple

Calcul de l'intégrale triple

1) Premiére Décomposition

Soit f une fonction définie et continue ,

sur D, lintersection de D par tout plan bk )
d'équation z=cte est un ensemble con- .
nexe de F? o .

I(f) = lim " 1imY > " f(x, ), zc) AxiAy; p Az
p —~ =

D
pl/kC i j

l(f):///D f(x,y,2) dxdydz:/eh {//5(2) f(x,y,2) dxdy} dz

e [e, h] est la projection orthogonale de D sur (Oz)
e §(z) est l'intersection de D avec le plan z = cte
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Exemple d'application

Michel
Fournié

O- Intégrales
simples

1-Intégrale
double

2-Intégrales
triples

e
2.3- Calcul de
Tintégrale triple

ent de

l:// dx dy dzavec
D

D= [(X,y,Z)eR3/0§x, 0<y,0<z, X+y+z§1}

Ici [e,h] = [0,1]
5(z) = {(xy)eR2/0<x o<y,o<zx+y<1_z}
I:/01{/5()dxdy}dz:/o1airede5(z)dz
(- 2)? (1-29]
o7 A el

]
=volumede D = 6
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O- Intégrales
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1-Intégrale
double

2-Intégrales
triples
2.1- Définition

Deuxieme Décomposition

Soit f une fonction définie et continue sur
5 . . _ . \\\\3\ ixy

D,‘I mtfersectlon de D par toute droite par \\\\\ ] ‘

allele a (oz) est un intervalle connexe de )

R o

— ——

x 220n,

= lim ZZ{Ilmex,,yj,zk Azk}Ax,ij

pljkCD

2(x.y)
// f(x,y,z)dxdydz= /// f(x,y,z)dz; dxdy

e § est la projection orthogonale de D sur le plan (xOy)
e [z1(X,y), Z2(X, y)] est l'intersection de D avec la droite d:
intersection des deux plans x =cte et y =cte
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Exemple d'application

Michel | = / / dxdydz avec
Fournié D

o egraies [T [(x,y,z) ERP/0<X,0<y 0<z x+y+z< 1}

simples

1-Intégrale
double

Ici5={(xy)eR2/0<x 0<y,x+y<1}
[z1(x,¥), z2(x, y)] = [0,1—x—y]

,_//{/”wz}dxdy J[0-x-yyasay -
/0{/0 (1—x- y)dy}dx_/o1[ (1_’(2}’)10 dlx

_ )31
| = [—(1 Y) ] = volume de D=
6 0

2- Integrales

1
6
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2.4- Changement de variables dans I'intégrale

triple

Michel 1) Cas général

Fournié
o Inégrales // f(x,y,z)dxdydz = / / f[cb u v w)]|J(u, v, w)|dudvdw
simples
1-Intégrale ou d(u,v,w) = [x(u,v, w),y(u, v, w), z(u,v,w)] estune
:j“i’fe | application inversible de A ¢ R®
T (portant sur u,v et w) sur D ¢ R® (portant sur x,y et z), on a

D=¢(A) < A=0""(D)

les fonctions x , y et z admettent des dérivées partielles

continues sur A , ou J le Jacobien de ¢ est défini par:

% ;y ]

< o2

J=2,(xyYw — L2 XwYy — XoYw)+2Zw(XpYy — Xpy,) #0 sur A.
Ce Jacobien ne doit pas s’annuler sur A pour que

I'application ¢ soit inversible.

%

Xy

X/ y/ Xl y/
A

J=J(u,v,w) = =z,| y +z)
w w

u

7
+2zy
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2.1- Définition
2- Propriétés de
ntégrale triple
3- Calcul de
lintégrale triple

2.4- Changement de
variables dans
lintégrale triple

Coordonnées cylindriques

2) Les coordonnées cylindriques

les variables ‘X(p, 0,z) =pcosb,y(p,0,z) =psinf,z==z

les conditions d’inversibilité
p>0 et becla,a+2n]

le Jacobien

X, Y, Z, cos sind 0
J(p,0,2)=1| x5 ¥y, 2, |=| —psind pcos® 0 |=p
X, vy, Z 0 0 1

av = pdpdfdz est I'éléement de volume en coordonnées
cylindriques
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O- Intégrales
simples

1-Intégrale
double

2-Intégrales
triples

S
Tintégrale triple

Application: Calcul du volume du cylindre

e Soit D le cylindre droit d’axe de rotation (Oz),
e d'inéquations x> + y> < a2 et0<z<h

e le domaine A est défini par:
peclo2n], p>0, <@ et 0<z<h—

A:{(p,Q,Z)ERg/ O<p<a,fec0,2n[et 0<z<h

o\;olum:ﬂde Da: / / /D dxdydz — / / /A pdpdodz =
/ {/O { pdp}de}dz

=

volume du cylindre = ra?h

le cylindre est transformé

en parallelépipéde dans I'espace (p, 0, 2)
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2-Intégrales
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2.1- Définition
2.2- Propriétés de
l'intégrale triple
2.3- Calcul de
lintégrale triple

2.4- Changement de
variables dans
lintégrale triple

Les coordonnées spheriques

les variables
‘X(I’,Q,gp) =rcosfcosy,y(r,0,p) =rsinfcosy,z=rsiny
les conditions d’inversibilité
r>0, 0¢€lo,a+2n|

m™ T
et (NS *E, E
le Jacobien |
Xr Yr Z, cos 6 cos ¢ sin 6 cos ¢ sin ¢
J(r, 0, p) = xé yé zé =| —rsinfcosy  rcosdcosp 0
Xo Yo o2, —rcosfsing —rsinfdsing  rcos e

J(r,0,p) =r?cosyp

dv = r? cos pdrdfdyp est I'élément de volume en
coordonnées sphériques
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Application: calcul du volume de la sphere

e Soit D la sphére de rayon "a" centrée a I'origine d’un

Mishel repére orthonormé, d'inéquation x2 + y? + 22 < &
e le domaine A est défini par
O- Intégrales
simples gel0,2r[, r>0, pe€]— ——[etr<a:>

1-Intégrale
double

2-Intégrales
triples

A={(rb.)c R /0<r<afclo2retpc |7 7]

LT e volumede D = // dxdydz = /// r? cos(y)drdody =
\‘mlégralelriplsen /2 CO0S (%2 / {/ 2dr} d9 dQD —
-3 0 0

. 4
volume de la sphére= §7ra3

Remarque : la sphére est transformée en parallélépipéde
dans I'espace (r, 0, ¢)
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